
ریاضͬ آنالیز مسائل

مرصˁعͬ علͬ تنظیم: و تهیه

عدد n از همساز و هندسͬ حسابی، میانگین های نمایش ترتیب به Hn و Gn ،An کنید فرض . ١
یعنͬ باشند؛ a۱, · · · , an مثبت حقیقͬ

An =
a۱ + a۲ + · · ·+ an

n
,

Gn = n
√
a۱a۲ · · · an ,

Hn =
n

۱
a۱

+
۱
a۲

+ · · ·+ ۱
an

.

.An ≥ Gn ≥ Hn دهید نشان

داریم n ∈ N و x > ۰ هر برای که دهید نشان . ٢

xn

۱+ x+ x۲ + x۳ + · · ·+ x۲n
≤ ۱

۲n+ ۱
.

بͽیرید نظر در را زیر دنباله های باشند. مثبت اعدادی a۱, a۲, · · · , ap کنید فرض . ٣

sn =
an۱ + an۲ + · · ·+ anp

p
, xn = n

√
sn (n ∈ N).

است. صعودی یͺنوا به طور {xn} دنباله دهید نشان

کنید: ثابت را زیر دنباله های همͽرایی . ۴
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١



٢

است، شده داده زیر به صورت {an} بازگشتͬ دنباله . ۵

a۱ = ۰, a۲ = ۲, an+۱ =
√
an−۱ +

√
an (n ≥ ۲) .

بیابید. را آن حد سپس است. صعودی اکیداً و کراندار {an} دنباله دهید نشان

کنید: پیدا را زیر حدود . ۶

،limn→∞ n ( n
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،{an} مثبت دنباله هر برای که دهید نشان . ٧

lim inf
n→∞

an+۱

an
≤ lim inf

n→∞
n
√
an ≤ lim sup

n→∞
n
√
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n→∞

an+۱

an
.

باشد شده تعریف زیر به صورت {an} کنید فرض . ٨

a۱ > ۰, an+۱ = ln
ean − ۱

an
(n ≥ ۱) .

آورید. به دست را
∑∞

n=۱ bn مقدار .bn = a۱a۲ · · · an دهید قرار

مقدار محاسبه مطلوبست . ٩
∞∑

n=۱

(−۱)n−۱ ln

(
۱+

۱
n

)
.

کنید فرض و باشد مثبت جملات با سری ͷی
∑∞

n=۱ an کنید فرض . ١٠

lim
n→∞

n ln
an
an+۱

= ℓ .

(حالت های ℓ < ۱ هرگاه واگراست و ℓ > ۱ هرگاه همͽراست
∑∞

n=۱ an که کنید ثابت
بی نتیجه آزمون آن گاه ،ℓ = ۱ اگر که دهید نشان هستند). شامل نیز ℓ = −∞ و ℓ = +∞

لͽاریتمͬ). (آزمون است

کنید: مشخص را زیر سری واگرایی یا همͽرایی . ١١
∞∑

n=۲

۱
aln(lnn)

, (a > ۰) .



٣

و باشند متناوب و پیوسته توابع f, g : R → R اگر که دهید نشان . ١٢
.f = g آن گاه ،limx→+∞

(
f(x)− g(x)

)
= ۰

.f(b) > g(b) و f(a) < g(a) به طوری که باشند پیوسته توابعͬ f, g : [a, b] → R کنید فرض . ١٣
.f(x۰) = g(x۰) که است موجود چنان x۰ ∈ (a, b) که کنید ثابت

،a < b هر برای (یعنͬ باشد میانͬ مقدار خاصیت دارای f : R → R اگر که کنید ثابت . ١۴
که است موجود چنان c ∈ (a, b) آن گاه باشد f(b) < v < f(a) یا f(a) < v < f(b) اگر

است. پیوسته f آن گاه باشد بسته f−۱({q}) ،q گویای عدد هر برای و ،(f(c) = v

یͺنواخت پیوسته باشد، پیوسته و یͺنوا کراندار، ،I ⊆ R بازه ͷی روی که تابعͬ هر دهید نشان . ١۵
است.

ͬ کند: م صدق زیر شرایط در و پیوسته صفر در f : R → R تابع . ١۶

،f(۰) = ۰ (آ)

پیوسته R روی f کنید ثابت .f(x۱ + x۲) ≤ f(x۱) + f(x۲) ،x۱, x۲ ∈ R هر برای (ب)
است. یͺنواخت

،x, y ∈ R هر برای و f(۱) > ۰ که کنید معین را f : R → R پیوسته توابع همه . ١٧

f(x+ y) = f(x)f(y) .

نشان باشد. f(a) = f(b) = ۰ و مشتق پذیر (a, b) روی و پیوسته [a, b] روی f کنید فرض . ١٨
.αf(x) + f ′(x) = ۰ که است موجود چنان x ∈ (a, b) ،α حقیقͬ عدد ͷی برای دهید

،f(۰) = ۰ اگر باشد. مشتق پذیر دوبار (۰,۲) روی و پیوسته [۰,۲] روی f کنید فرض . ١٩
که دهید نشان آن گاه باشد f(۲) = ۲ و f(۱) = ۱

∃x۰ ∈ (۰,۲) , f ′′(x۰) = ۰ .

ͬ کند: م صدق زیر معادله در که باشد تابعͬ f : R → R کنید فرض . ٢٠

f(x+ h)− f(x)

h
= f ′

(
x++

۱
۲
h

)
, x, h ∈ R , h ̸= ۰ .

است. ٢ درجه چندجمله ای ͷی f که کنید ثابت



۴

اگر که کنید ثابت است. موجود f ′′ که باشد کراندار تابعͬ f : (۰,+∞) → R کنید فرض . ٢١
.limx→+∞ f ′(x) = ۰ آن گاه ،limx→+∞ f(x) = ۰

کنید: بررسͬ شده داده دامنه های روی را زیر توابع دنباله های یͺنواخت همͽرایی و همͽرایی . ٢٢

.D = R روی fn(x) =
sinnx√

n
(آ)

.D = [−۱,۱] روی fn(x) =
x

۱+ n۲x۲
(ب)

روی
∑∞

n=۱ fn(x) به طوری که باشد [۰,۱] روی پیوسته توابع از دنباله ای {fn} کنید فرض . ٢٣
همͽراست.

∑∞
n=۱ fn(۱) سری که دهید نشان است. یͺنواخت همͽرای [۰,۱)

کنید محاسبه را زیر حد مقدار . ٢۴

lim
n→∞

∫ ۱

۰
nx(۱− x۲)ndx .

آورید به دست را زیر انتگرال مقدار باشد. [۰,۱] روی پیوسته و مثبت تابعͬ f کنید فرض . ٢۵∫ ۱

۰

f(x)

f(x) + f(۱− x)
dx .

محاسبه مطلوبست ،[۰,۱] روی f پیوسته تابع برای . ٢۶

lim
n→∞

∫ ۱

۰
f(xn)dx .

n = ۰,۱,۲ · · · هر برای که باشد پیوسته ای تابع f : [a, b] → R کنید فرض . ٢٧

∫ b

a

xnf(x)dx = ۰ .

است. صفر متحد [a, b] روی f کنید ثابت

مطلوبست ،R روی f پیوسته تابع برای . ٢٨

lim
h→۰

۱
h

∫ b

a

(
f(x+ h)− f(x)

)
dx .



۵

است. موجود
∫ ۱
۰ f(x)dx ناسره انتگرال که باشد (۰,۱) روی یͺنوایی تابع f کنید فرض . ٢٩

که دهید نشان
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)
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=

∫ ۱

۰
f(x)dx .

آورید: به دست را زیر حدود . ٣٠
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